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Abstract. J.-L. Krivine introduced the AJ-2 type System in order to obtain programs (A- 
terms) which calculate functions, by writing démonstrations of their totalities. We présent in 
this paper two results of completness for some types of AJ-2 and for many notions of réduc- 
tions. Thèse results generalize a theorem of R. Labib-Sami established in the System T of J.-Y. 
Girard. 

Résumé. J.-L. Krivine a introduit le système de typage AT2 pour obtenir des programmes (À- 
termes) calculant des fonctions en écrivant des démonstrations de leur totalité. Nous présentons 
dans ce papier des résultats de complétude pour certains types de AT2 et pour plusieurs notions 
de réductions. Ces résultats généralisent un théorème de R. Labib-Sami établi dans le système 
T de J.-Y. Girard. 



Introduction 

Le système de typage J r a été introduit par J.-Y. Girard (voir [2]). Ce système est basé sur le 
calcul propositionnel intuitionniste du second ordre, et donc donne la possibilité de quantifier sur 
les types. En plus du théorème de normalisation forte qui assure la terminaison des programmes, 
le système T a deux autres propriétés : 

- Il permet d'écrire des programmes pour toutes les fonctions dont la terminaison est 
démontrable dans l'arithmétique de Peano du second ordre. 

- Il permet de définir tous les types de données courants : booléens, entiers, listes, etc. 

La sémantique du système T proposée par J.-Y. Girard consiste à associer à chaque type A 
un ensemble de À-termes | A |, dans le but d'obtenir le résultat suivant : Si un A-terme t est 
de type A, alors il appartient à l'ensemble | A |. Ce résultat est connu sous le nom du lemme 
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d'adéquation, et permet de démontrer la normalisation forte du système T . 

La réciproque du lemme d'adéquation n'est pas en général vraie, mais R. Labib-Sami a démontré 

dans [7] un résultat de ce genre pour les types clos à quantificateurs positifs. 

Le système de typage AF2, introduit par J.-L. Krivine (voir [4]), est basé sur la logique intu- 
itionniste du second ordre. Au plan des propriétés théoriques, normalisation forte et représentation 
des fonctions calculables, le système ATI ne se distingue pas du système T. La différence 
provient de sa capacité à exprimer les spécifications exactes des programmes, ce qui permet 
d'obtenir un programme calculant une fonction en écrivant une démonstration du fait que la 
fonction est du bon type. J.-L. Krivine a proposé une sémantique pour son système, et il a 
démontré un lemme d'adéquation permettant d'obtenir l'une des plus importantes propriétés du 
système AT2 : C'est l'unicité de la représentation des données. 

Dans ce papier, nous démontrons deux résultats de complétude du système AT2, c'est à dire, 
des équivalences entre la syntaxe du système et ses sémantiques : 

• Le premier résultat de complétude est obtenu pour les types à quantificateurs positifs en 
utilisant une sémantique basée sur les ensembles des A-termes stables par la /3r/-équivalence, 
ce qui constitue une généralisation du résultat de R. Labib-Sami établi dans le système 
T. 

• Le second résultat de complétude est établi pour une classe restreinte de types (les bons 
types positifs) qui englobe les types de données de J.-L. Krivine en utilisant une sémantique 
basée sur les ensembles des À-termes stables par la /3-expansion. Ce résultat nous permet 
de comprendre d'où provient la ry-équivalence dans le premier résultat. 

Les démonstrations de ces résultats reposent essentiellement sur des propriétés syntaxiques du 
système AT2 (voir [9]). 

Ces résultats donnent une réponse partielle à la question de la comparaison entre opérateurs de 
mise en mémoire sémantiques (à la Krivine) et syntaxiques (à la Nour). Les deux notions sont 
en effet identiques dans le cas des classes pour lesquelles la sémantique de Krivine est complète 
(voir [10]). 

L'article est organisé de la manière suivante : 

- Dans la partie 1, nous rappelons des préliminaires sur le A-calcul pur et nous présentons 
le système de typage AT2 ainsi que ses propriétés. Nous donnons, à la fin de cette partie, 
quelques résultats syntaxiques du système que nous utilisons dans les démonstrations. 

- La partie 2 est consacrée à la sémantique proposée par J.-L. Krivine. Nous rappelons 
ensuite le lemme d'adéquation du système AT2. 



2 



- Dans la partie 3, nous démontrons une réciproque du lemme d'adéquation pour les types 
à quantificateurs du second ordre positifs avec la /^-équivalence. 

- Dans la partie 4, nous présentons un résultat analogue pour une classe restreinte de types 
à quantificateurs du second ordre positifs (les bons types), et avec la /3-réduction. Nous 
montrons enfin que les conditions que nous imposons sur les types sont toutes nécessaires. 

1 Le À-calcul pur et typé 

Nous allons adopter dans cet article les notations de J.-L. Krivine, par exemple : 
On note A l'ensemble des termes du À-calcul, dits aussi À-termes. Etant donnés des À-termes 
t, u, ui, u n , l'application de t à u sera notée (t)u, et (...((t)ui)...)u n sera noté (t)u\...u n . On 
note par ^p (resp. —* v ) la /^-réduction (resp. la 77-réduction) et par ~p (resp. —pn) la 0- 
équivalence (resp. la /^-équivalence) . Si t est un À-terme, on note par Fv(t) l'ensemble de ses 
variables libres. Alors on a clairement : Fv((t)u) = Fv(t) U Fv(u) et Fv(Xxu) = Fv(u) — {x}. 
De plus si t t', alors Fv(t') Ç Fv(t), et si t -> v t', alors Fv(t) = Fv(t'). 

Lemme 1.1 Soient t et t' deux X-termes. 

Si t -^>pn t' , alors il existe un X-terme u, tel que t —>p u et u —> v t' . 

Preuve : Voir [1]. <jk 

Lemme 1.2 (i) Si t est fin-équivalent à un terme normalisable, alors t est normalisable. 
(ii) Si t est fin-équivalent à un terme clos, alors t est (i-équivalent à un terme clos. 

Preuve : Voir [1] et [4]. é/t 

On considère le calcul des prédicats intuitionniste du second ordre, écrit avec les symboles 
suivants : 

• Les seuls symboles logiques — » et V ; 

• Des variables d'individu : x,y, ... (appelées aussi variables du premier ordre) ; 

• Des variables de relation n-aire (n = 0, 1, ...) : X, Y, ... (appelées aussi variables du second 
ordre) ; 

• Des symboles de fonction n-aire (n = 0, 1, ...) sur les individus ; 

• Des symboles de relation n-aire (n = 0, 1, ...) sur les individus. 
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Chaque variable de relation, et chaque symbole de fonction ou de relation a une arité n > fixée. 
Un symbole de fonction 0-aire sera appelé symbole de constante. Une variable de relation 
0-aire est aussi appelée variable propositionnelle. 

On suppose qu'il y a une infinité de variables d'individu, et, pour chaque n > 0, une infinité de 
variables de relation n-aire. 

La donnée des symboles de fonction et de relation constitue ce qu'on appelle un langage, les 
autres symboles étant communs à tous les langages. 

Les termes sont construits de la façon suivante : 

• Chaque variable d'individu, et chaque symbole de constante est un terme ; 

• Si / est un symbole de fonction n-aire, et ti,...,t n sont des termes, alors f(ti,...,t n ) est 
un terme. 

Les formules sont construites de la façon suivante : 

• Si A est une variable ou un symbole de relation n-aire, et t\, ...,t n sont des termes, alors 
A(ti, ...,<n) est une formule dite formule atomique ; 

• Si A, B sont des formules, alors A — > B est une formule ; 

• Si A est une formule, alors MxA et MX A sont des formules, x (resp. X) étant une variable 
d'individu (resp. de relation). 

On définit les notions de variables libres et liées de manière usuelle. 

Un terme est dit clos s'il n'a pas de variable. Une formule est dite close si elle n'a pas de vari- 
able libre. La clôture d'une formule F est la formule obtenue en quantifiant universellement 
toutes les variables libres de F. 

Soit £ = £1, ...,£ n une suite finie de variables du premier et/ou du second ordre. 

• La formule V£i...V£ n F est notée V£F ; 

• L'écriture <C £ n'est pas libre dans A 3> signifie que & (1 < % < n) n'est pas libre dans A. 

La notation t[u±/xi, u n /x n ] (resp. F[u±/xi, u n /x n ]) représente le résultat de la substitu- 
tion simultanée de dans le terme t (resp. dans la formule F). 
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Si X est une variable de relation unaire, t et t' deux termes, alors la formule \/X[Xt — > Xi'] est 
notée t = t' et est dite équation fonctionnelle ou formule équationnelle. Un cas partic- 
ulier de l'équation t = t' est une formule de la forme : 

t[ui/xi, ...,u n /x n ] = t'[ui/xi, ...,u n /x n ] ou t'[ui/xi, ...,u n /x n ] = t[ui/xi, ...,u n /x n ], 
ui, ...,u„, étant des termes du langage. 

Considérons un langage L du second ordre, et un système E d'équations fonctionnelles de L. On 
décrit un système de À-calcul typé, appelé Arithmétique Fonctionnelle du second ordre 
(en abrégé AJ-2), dont les types sont les formules de L. Dans l'écriture des termes typés de 
ce système, nous emploierons les mêmes symboles pour les variables du À-calcul et les variables 
d'individu du langage L. Un contexte T est un ensemble x\ : Ai, ...,x n : A n de déclarations, 
où xi, x n sont des variables distinctes du À-calcul, et Ai, A n des formules de L. 

Etant donnés un À-terme t, un type A et un contexte Y = x\ : Ai,...,x n : A n , on définit au 
moyen des règles suivantes la notion <C t est typable, à l'aide du système équationnel E, de type 
A dans le contexte Y 3>. Cette notion est notée Y \- AT2 t : A. 



(1) r h^ 2 Xi : Ai (1 < i < 



n 



Y,x : A \~xFi t : B Y h AT2 u : A B Yh^v.A 

1 ' Y V AT2 Xxt:A^B U Y V AT2 (u)v : B 

(A) r h ^ t : A Y t : VxA 

{ ' Y h^ 2 t:VxA { > { ' Y h^ 2 t : A[u/x] { ' 

C61 T h^ 2 t : A Y V AT2 t : VXA 

1 ^ T h^ 2 t : VXA { ' K > Y h^ 2 t : A[F/X{x\, ...,x n )\ K ' 

Y ^ AT2 t : A[u/x] 

{ ) Y h AT2 t : A[v/x] { ) 

Avec les conditions suivantes : 



(*) x et X ne sont pas libres dans Y. 
(**) u est un terme et F est une formule. 

A[F/X(xi, ...,x n )] est obtenue en remplaçant dans A chaque formule atomique X(ti, ■■■,t n ) par 
F[ti/xi,...,t n /x n ]. 

(***) u = v est un cas particulier d'une équation de E. 
Lemme 1.3 (i) Si Y H ^ 2 t : A et Y Ç r', alors Y' h ^ t : A. 

(ii) Si Y h xfi t : A, alors Y' h xf 2 t : A, où Y' est la restriction de Y aux déclarations contenant 
les variables libres de t. 
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Preuve : Par induction sur T \~XF2 t : A. 



Le système AT2 possède les propriétés suivantes : 

Théorème 1.4 (i) Si T h xfi t ■ A, ett^p t' , alors T ^ AT2 t' : A. 
(ii) Si Y t : A, alors t est fortement normalisable. 

Preuve : Voir [4]. 4k 

Soient L un langage du second ordre et E un système d'équations de L. On définit sur l'ensemble 
des termes de L une relation d'équivalence notée œ E de la manière suivante : 

a b 4^ E h a = b. 

Le lemme suivant décrit l'équivalence qu'on vient de définir. 

Lemme 1.5 a œ E b ssi on peut l'obtenir au moyen des règles suivantes : 

(i) si a = b est un cas particulier d'une équation de E, alors a œ E b ; 

(ii) quels que soient les termes a,b,c de L, on a : 

- a^E a ; 

- si a ï^e b et b c, alors a ^e c ; 

(iii) si f est un symbole de fonction n-aire de L, et si a,{ ^e h (1 < i < n), alors 
/(ai, ...,a n ) œ E f{h, ...,b n ). 

Preuve : Voir [4]. 4k 
Le lemme suivant permet de généraliser la règle (8) de typage équationnelle. 
Lemme 1.6 Si T h xfi u : B[a/x] et a œ E b, alors T h ^F2 u : B[b/x\. 

Preuve : Par induction sur la preuve de a ^e b, on considère la dernière règle utilisée. 

• Si c'est la règle (i), alors c'est évident. 

• Si c'est la règle (ii), alors ou bien b = a, et dans ce cas on a le résultat, ou bien a ~£ c et 
c~e !), et donc par hypothèse d'induction, on a T H ^F2 u : B[c/x] et T H ^F2 u : B[b/x]. 

• Si c'est la règle (iii), alors a = f(ai,...,a n ) et b = f(bi,...,b n ), avec ai 6j (1 < i < n). 
On a T u : B[f(ai, ...,a n )/x], donc T ^XF2 u : (B[f(x 1 , ...,a n )/x])[ai/xi], par suite, 
d'après l'hypothèse d'induction, T h xfi u '■ (B[f(xi,...,a n )/x])[bi/xi\. Ainsi de suite, en 
utilisant l'hypothèse d'induction n fois, on obtient le résultat. 4k 
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Nous allons présenter le théorème de programmation pour les entiers. 



Etant donnés deux À-termes t, u et un entier k, on pose, par définition, (t) k u = (t)...(t)u (le 
À-terme t étant répété k fois au second membre) ; en particulier (t)°u = u. On définit le À-terme 
k = XxXf(f) k x ; k est appelé <C l'entier k du À-calcul » (ou entier de Church). 

On définit le type des entiers naturels par la formule suivante : 

N[x] = VX{X0 -» [Vy(Xy -> Xsy) -> Ix]}, 
étant une constante pour le zéro, et s un symbole de fonction unaire pour le successeur. 

Un système d'équations E est dit adéquat pour le type des entiers ssi : 

- s{a) tjé E ; 

- Si s(a) s(b), alors a œ B b. 

Soit / une fonction de N fc dans N. On dit que E est un système d'équations définissant la 
fonction / ssi : 

/(s ni (0),...,s nfe (0)) ~ e s^ ni >-> n *)(0). 

Soit / une fonction totale de N fc dans N. Etant donné un À-terme P/, on dira que Pf représente 
la fonction / si, quels que soient m, ...,nfe G N : 

(P f )n ± ...n k -^p f(n u ...,n k ) . 

Théorème 1.7 (théorème de programmation) Soient f une fonction de N m dans N, et 
E 1 un système d'équations adéquat définissant f. Si Pf est un X-terme tel que : h xfi Pf : 
Vxi...Vx ro {JV[xi] (... - (iV[x m ] -> iV[/(xi, ...,x m )])...)} ; 
alors Pf représente la fonction f. 

Preuve : Voir [4]. 4k 

Exemple. Considérons par exemple la fonction prédécesseur p : N — > N, définie à l'aide des 
équations : p(0) = ; p(sx) = x. Un À-terme t qui représente la fonction p (autrement 
dit un programme pour p), est donc un terme de type (dans le système la formule 

Vx{N[x] -> AT[p(x)]}. A 

Le théorème de programmation se généralise à tous les types de données syntaxiques de J.-L. 
Krivine (voir [4] et [6]). 
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Les résultats que nous allons présenter maintenant permettent une simplification dans les démonstrations 
syntaxiques (voir [9]). 

On définit sur les types de ATI les deux relations binaires <! et ~' de la manière suivante: 

• VxA <' A[u/x], si u est un terme du langage ; 

• \/XA <' A[F/X(xi, ...,x n )], si F est une formule du langage ; 

• A ~' B ssi A = C[u/x], B = C[v/x], et u = v est un cas particulier d'une équation. 

Soient < et ~ les clôtures réflexives et transitives respectives de <' et ~'. 
On note A < B ssi A < B et A ^ B. 

On a le résultat suivant : 

Théorème 1.8 (1) Si F h XF2 x : A, alors A s'écrit V£C" ; où £ n'est pas libre dans F, et il 
existe deux types C et B tels que C ~ C , B < C et (x : B) G F. 

(2) Si F \~ Axu : A, alors A s'écrit V£(B' — > C'), où £ n'est pas libre dans T, et il existe deux 
types CetB tels que C ~ C ', B - B' et F ,x : B h A ^ 2 u : C. 

(3) Si F h xFi (u)v : A, alors A s'écrit M^D" , où £ n'est pas libre dans F, et il existe trois types 
F,CetD tels que F V XF2 u : F ', F < C -> D , D < D 1 ', D' ~ D" et F h^2 v : C. 

Preuve : Voir [9]. éjt 

Corollaire 1.9 Si F, x : A \~ ja^2 (x)ui...u n : B, alors : 

n = 0, A < C , C ^ C , B = V£C" ; et £ n'est libre ni dans F ni dans A, 

ou 

n + 0, A < Ci -> B X ,B[ < C i+ i -> B l+1 (1 < i < n - 1), B' n < B n+1 , et B = VÇB' n+1 où 
Bi ~ B[ (1 < i < n + 1), T, x : A \~^ 2 Ui : Ci (1 < i < n), et £ n'est libre ni dans F ni dans A. 

Preuve : Voir [9]. 4k 

2 A-modèle 

Les sémantiques que nous allons présenter dans ce paragraphe sont dûes à J.-L. Krivine (voir 
[4]). Elles dépendent des classes de parties de À-termes appelées habituellement <C parties 
saturées ». Nous allons utiliser dans ce papier deux de ces sémantiques, la première est basée sur 
les parties stables par la /3r/-équivalence et la deuxième sur les parties stables par la /3-expansion. 
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Une partie G de A est dite — ^-saturée (resp. ~^-saturée) si, quels que soient les termes t et 
m, on a : 

u G G et t u (resp. t u) => t G G. 

Etant données deux parties G et G' de A, on définit une partie de A, notée G — > G', en posant 
: u G (G -> G') 44> (u)i G G' quel que soit t G G. 

Il est clair que l'intersection d'un ensemble de parties ^^-saturées (resp. c^-saturées) de A 
est — ^-saturée (resp. c^-saturée). De plus si G' est ^^-saturée (resp. c^-saturée), alors 
G — > G' est ^/j-saturée (resp. c^-saturée) pour toute partie G C A. 

Considérons maintenant l'ensemble Ps /3 (A) (resp. Psp (A)) de toutes les parties ^^-saturées 
(resp. c^-saturées) de A. Un sous-ensemble R de Ps^iA) (resp. Ps p (A)) es t dit adéquat si : 

• G, G' G R (G -> G') G R ; 

• Pour toute partie a de iî, l'intersection des éléments de a appartient à R. En particulier 
A G -R (prendre a = 0). 

Soit L un langage du second ordre. On va définir la notion d'un A^-modèle (resp. A^-modèle) 
pour L : 

C'est une modification de la notion classique d'un modèle du second ordre, dans lequel l'ensemble 
des valeurs de vérité n'est pas {0, 1} comme d'habitude, mais un sous-ensemble adéquat R de 
^(A) (resp. P Spv (A))- 

Un A^-modèle (resp. A^-modèle) pour le langage L est la donnée de : 

• Un ensemble | M | supposé non vide, appelé la base de M ; 

• Un sous-ensemble adéquat R de Ps p (A) (resp. P Sf} ^) (R est appelé l'ensemble des valeurs 
de vérité de M) ; 

• Pour tout symbole de fonction ra-aire de L, une fonction /m -\ M \ n — >\ M | ; 

• Pour tout symbole de relation n-aire P de L, une fonction Pm :| M | n — > R. 

Soit M un A^-modèle (resp. A^-modèle) pour L. Une interprétation / est, par définition, 
une application de l'ensemble des variables d'individu (resp. de relation n-aire) dans | M | (resp. 
dans R\ M \ n ). 

Soient / une interprétation, x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation n-aire), et a 
(resp. <5) un élément de | M (resp. de i?l M l"). On définit une interprétation J = I[x <— a] 
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(resp. J = I[X «- $]) en posant J(x) = a (resp. J(X) = $) et J(Ç) = (resp. J(f') = /(£')) 
pour toute variable Ç 7^ x (resp. X). 

Définissons maintenant la valeur d'une formule de L dans M et dans une interprétation F 

A chaque terme t de L est associée sa valeur tu,i G | M | , définie par induction sur t : 

• Si t est une variable x, alors = I{ x ) '■> 

• Sit = /(t 1 ,...,*"), alors t M ,/ = /m(*m,/> 

Soit F une formule de L. La valeur de F dans M et dans l'interprétation /, notée par | F \m,i 
est un élément de R défini par induction sur F au moyen des règles suivantes : 

• Si F est une formule atomique PÇt 1 , t n ), où F est un symbole (resp. une variable) de re- 
lation n-aire, et t 1 , t n sont des termes de L, alors on définit | F \m,i par Pm^mj, ^mj) 
(resp. I{X){t l M j, ...,i^ 7 )) qui est un élément de R ; 

• Si F est G — > .ff, alors | F |m,/=| G >| F |m,7 ; 

• Si F est VxG, où x est une variable d'individu, alors | F \m,i= f]{\ G[x] \m,i[x<-o\ ! 
a G| M |} ; 

• Si F est \/XG, où X est une variable de relation n-aire, alors | F \m,i= 

n{\G[x\ ; * g ^ |M|n }- 

Il est clair que la valeur | F ne dépend que des valeurs dans / des variables libres de F. En 
particulier, si A est un type clos, | F \m,i ne dépend pas de l'interprétation /, on la notera alors 
I F \m- 

Soient M un A^-modèle (resp. A^-modèle) pour L, et u = v une équation de L. On dit que M 
satisfait u = v, si la clôture de cette formule est vraie dans M. 

Si F est un ensemble d'équations de L, on dit que M satisfait F, ou que M est un modèle de 
F, si M satisfait toute équation de F. 

Pour tout type clos A, on note par | A \p= f]{\ A \m / M A^-modèle de F }, et par 
I A \p v = f|{| A \ M j M A^-modèle de F }. 

Théorème 2.1 (lemme d'adéquation) Soient F un ensemble fini d'équations d'un langage 
L, t un X-terme, et A un type clos du système AJ-1. 
Si \~AT2 t : A, alors t g| A \p (resp. t e| A . 
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Preuve : Voir [5]. 



Dans la démonstration de ce théorème, on utilise les deux lemmes suivants : 

Lemme 2.2 Soient t un terme, et A une formule de L ayant x comme variable libre, alors : 
I A[t/x\ \m,i=\ A \ M ,i[x<-t M ,i]- 

Lemme 2.3 Soit F une formule de L, ayant x\, ...,x n comme variables libres, et soit € R\ M \" 
définie par <£> (ai, —,a n ) =| F \M,i[xi*-ai,...,x n *-an] pour tout ai,..., a n G| M \. Si A est une formule 
ayant X (variable de relation n-aire) comme variable libre, alors : \ A\F/X{x\, x n )\ \m,i=\ 
A Im,/[x<-$]- 

Remarque. Pour avoir le lemme d'adéquation, il suffit de donner la définition suivante d'ensemble 
saturé G : quels que soient les termes t,ti, ...,t n ,u, 
(u[t/x])t 1 ...t n GG=^ (Xxu)tti...t n G G. 

Dans la suite nous allons démontrer des réciproques du théorème 2.1. 

3 Premier résultat de complétude 

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser le résultat de R. Labib-Sami pour le système AJ-~2, 
et pour une classe plus large de types. 

On définit de la façon suivante les types à quantificateurs positifs (resp. à quantificateurs 
négatifs), notés en abrégé (resp. VJ) : 

• Une formule atomique est (resp. VJ) ; 

• Si A est (resp. V2 ) et B est V^" (resp. Vj), alors B — y A est V2" (resp. V^) ; 

• Si A est Vj, et x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation n-aire), alors MxA 
(resp. VXA) est ; 

• Si A est et x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation n-aire qui ne figure 
pas dans A), alors \/xA (resp. yXA) est 

Les formules V2" (resp. VJ) sont les formules où les quantificateurs du second ordre <C actifs 3> 
sont en position positive (resp. négative) dans la formule. 
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Il est facile de voir que : Si A est (resp. V 2 ) et A ~ B, alors B est (resp. V 2 ). De plus 
si A est et A < B -> C, alors 5 est V2 et C est V^. 

K. Nour a défini dans [8] le système de typage AT2q qui n'est autre que le système ATI où on 
remplace la règle de typage (7) par la règle : 

(7 , r \-_AT2, t : VXA 

{0> Th A ^ 2o t:A[Y/X(x l ,...,x n )} 

où Y est une variable ou symbole de relation de même arité que X. 

Théorème 3.1 Soient A un type du système ATI, et t un X-terme normal clos. 
Si \~AF2 t : A, alors \~AT2 a t : A. 

Preuve : Voir [8]. 4k 



Soient L un langage du second ordre et E un système d'équations de L, ce qui définit le système 
de typage ATI. 



On se propose de démontrer le théorème suivant : 



Théorème I Soient A un type clos du système AT2, et t un A-terme, alors : 
t e| A \p v ssi il existe un À-terme t' tel que t t' et h XF2 t' : A. 

Pour démontrer ce théorème, on a besoin de certaines définitions et d'un lemme. 

Soient fi = {xi/i G N} une énumération d'un ensemble infini de variables du À-calcul, et 
{Ai/i G N} une énumération des types V2 de AJ-2, où chaque type se répète une infinité de 
fois. On définit alors l'ensemble r~ = {xi : Ai/i G N}. Soit u un À-terme, tel que Fv{u) Ç Çt. 
On définit le contexte r~ comme étant la restriction de r~ sur les déclarations contenant les 
variables de Fv(u). La notation r~ h _4^ 2 u : B exprime que r~ H _^f 2 u : B. 

On pose r~ u : B ssi il existe un À-terme u', tel que u u' et r~ h af 2 u' : B. 

Considérons Mq l'ensemble de tous les termes de L. On définit un A^-modèle M-p- (noté dans 
la suite M) de la façon suivante : 

• L'ensemble de base est \M\ = — - (l'ensemble des classes d'équivalence modulo la relation 

~b) ; 

• L'ensemble adéquat R = Pg„ (A) ; 
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• L'interprétation de chaque symbole de fonction n-aire / est l'application f/^ de | Ai \ n 
dans | Ai | définie par /x(ôï, ...,a^) = f(ai,...,a n ) ; 

• L'interprétation de chaque symbole de relation n-aire P est l'application Pj^ de 

M \ n dans Ps^A) définie par Pm(ôï, -,â^) = {t G A : r~ h^ 2 r : P(a 1 , a n )}. 

Ensuite on définit une interprétation X sur les variables en posant : 

• T{x) = x, où x est la classe de x modulo &e ; 

• T(X) = <E>, où <ï> est l'application de | A4 | n dans Pg^ (A) définie par $(ôï, ...,ô^) = {r G 
A:r " I-^t:^,...,^)}. 

Les /m,Pmi et $ son t bien définies. En effet : 

Si (aï, •■•,ciïn) = (bi, b n ), alors b% (1 < i < n). Donc, d'après le lemme 1.5, /(ai, a n ) 

/(&!,...,&„), et par conséquent /m(ôï, -,ô^) = f M {b\, ■■■Ai)- 

De même supposons que (ôï, ô^) = (&i, ...,&„), donc ~£ fej (1 < z < n). D'où, d'après le 
lemme 1.6, {r G A : P" h^ 2 r : P(a 15 ...,a„)} = {r G /l : P" h^. 2 r : P(6 1; ...,&„)}, ou alors, 
Pm(ôï, -,chl) = PmQ>i, -,b n )- 

La même démonstration se fait pour éjt 
Le lemme suivant va nous permettre de démontrer le théorème I. 

Lemme 3.2 Soient S une formule du langage L, et r un X-terme. 

(i) Si S est Vj, et r G| S \m,i> alors P~ l~^r 2 r : S. 

(ii) Si S est \/ 2 > e t P ^ ATi t ' ^> a ^ ors t & \ S \m,t- 

Preuve : Par induction simultanée sur les types et V^~. 
Preuve de (i) 

• Si S est atomique, alors S = X(a±, ...,a n ), où les a\ sont des termes, et X une variable 
(resp. un symbole) de relation n-aire. Soit r G| S \m,t = \ X(a±, a n ) \m,t= {# G A : 
r~ ^~jj7 2 & '■ X(a ± , ...,a n )}. Il en résulte que r G| S \m,t ss i P~ ^af 2 t '■ 

• Si S = B — > C, où B est V2 et C est V^, soit t g| B — > C |.m,z- Il existe une infinité 
de i G N tel que B = A^. On choisit un i de façon que Xj ne soit pas libre dans r. On 
a, Xi : B ^ XF2 %i '■ B, donc, d'après (ii), Xi G| B \m,Ti et alors (r)xj G| C |x,X) et donc, 
d'après l'hypothèse d'induction, P~ l~y^r 2 (t)xj : C. Donc il existe un A-terme r' tel que 
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(t)xi ~p v t' et F~, t' : C, par suite r Axj(r)xj Axj-r'. Si a;, G Fv(t'), 

alors r^ X T , H_4jr 2 Axj-r' : S — > C. Sinon on peut écrire Xj : h _4jr 2 r' : C, et comme 
Fv(t') = Fv(XxiT'), alors i^. T / Ax^r' : B — > C. Par conséquent T~ r-^r 2 r : S 1 . 

• Si 5 = VX£, avec 5 est \#, alors r e| VXB \ M ,i^ (V$ :| Aï | n ^ Ps / , I) (A))(r G| 
P[-^1 Ix,ï[a:<— Soit Y une variable de relation n-aire qui ne figure pas dans r~. Donc 
r €| B[X] \mMX*-\y\ m x ] = | PPV-i^] d'après le lemme 2.3. D'où par hypothèse 
d'induction, r~ l~^r 2 r : donc il existe un A-terme r' tel que r r' et F~, \- xf 2 
t' : B[Y]. Par conséquent il existe un A-terme u tel que r — ^ u et r' — ^ u, et, d'après le 
lemme 1.1, il existe un A-terme t" tel que r' t" et r" — u. Donc Fv(u) = Fv{t") Ç 
Fv(t') et T T 7, h^ 2 r" : £[Y] , d'où, par le choix de F et le fait que Fv(t") Ç Fv(t), on 
déduit que FZ, h^ 2 r" : VY^Y], et donc r~ hj^ 2 r : S. 

• Si 5* = Vx-B, avec B est V2" , alors r G| VxS \m,J^ C^ a ^1 -M l)( T G| -^M \M,J[x<-a])- Soit 
y une variable de L qui ne figure pas dans les formules de F~ . Alors on a : y e\ M |, 
donc r G| B[x] \M,T[xt-y] = \ B[y/x] \m,t (d'après le lemme 2.2). D'où, d'après l'hypothèse 
d'induction, r~ \-jj? 2 t : B[y], et par le même raisonnement qu' au cas précédent et le 
choix de y, on obtient r~ \~^p 2 t : S. 

Preuve de (ii) 

• Si S est atomique, le résultat découle immédiatement de la définition de Im (voir (i)). 

• Si 5 = B — > C, où B est V2" et C est V<7, supposons r~ l~^p 2 r : i? — > C '. Donc il existe 
un A-terme r' tel que r r' et 1^7 t' : B —> C. Si u £ \ B \m,t-> alors d'après (i), 
r~ ^xp 2 u : B, donc il existe un A-terme u' tel que u u ' et PJ/ ^ XF-2 u' '■ B. D'où 
rr^ u , \~ xf 2 (t')u' : C, et comme (t)u 2^ (t')u', alors r~ ^~Jjp 2 ( T ) u '■ C ' . D'où, d'après 
l'hypothèse d'induction, {j)u e| C Par conséquent r e| B — > C |x,x- 

• Si 5* = Vxi?, où est VJ, supposons que r~ \~Jjp 2 t : \/xB (-), et soit a G| A4 |. Donc a = 
6, où 6 est un terme de L. D'après (-), il existe un A-terme r' tel que r ~/3^ r' et i^J K/LF2 
r' : Vxi?, par suite r~, \~AJ r 2 t' : B[b/x}. Donc, d'après l'hypothèse d'induction, r' G| 
B[b/x] \ M ,i=\ B | iMjX [ x< _6]=| # |.M,z[x«-a] (d'après le lemme 2.2). Comme | B \ M ,i[x^-a] 
est ~^-saturée, on aura r &\ B \m,i[x<-o\- 

• Si S = VXB, où i? est V^", supposons que l~^r 2 t : \/XB. Alors il existe un A-terme 
r' tel que r r' et FZ V xf 2 t' : B, donc -T~ l - ^^ t' : B, et par hypothèse d'induction, 
t' £\ B \m,i- Donc r' g| MXB \m,1i car ne figure pas dans B, et comme | MXB \m,i 
est c^-saturée, on aura r G| MXB \m,t- ^ 

On peut déduire maintenant la preuve du théorème I. 
Preuve du théorème I 
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• La condition suffisante est une conséquence directe du théorème 2.1, et du fait que l'interprétation 
d'un type du système AT2 dans un A^-modèle M est une partie c^-saturée. 

• La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type clos, et t un À-terme tel que 
t G| A \fs v , alors t G| A \m, pour tout A^-modèle Ai associé à un ensemble P~ (comme 
décrit avant). De plus on peut supposer que P~~ ne contient pas de déclarations pour les 
variables libres de t, i.e P t ~~ = 0. D'après le (i) du lemme 3.2, P~ l~^r 2 t : A, donc il existe 
un À-terme t' tel que t —p™ t! et P t 7 l _ AF2 : A par suite, il existe un À-terme u tel que 
t -^/3r) u e t t' ~>(3ri u, et d'après le lemme 1.1, il existe un À-terme t" tel que t' — >p t" et 
t" ->„ u. D'où Fv(t") Ç Fv(t') et P^ h^r 2 t" : A. Or Fv(t") = Ç Fv(t), donc 
P t « Ç P t ~ = 0, par conséquent t ~p v t" et Ka^2 t" : A. 4 



D'après le théorème 3.1, on peut déduire le résultat suivant : 

Théorème 3.3 Soient A un type clos du système ATI, et t un X-terme, alors : 
t g| A \p r) ssi il existe un X-terme t' tel que t t' et H xfïq t' ■ A. 

Corollaire 3.4 Soient A un type V^" clos du système ATI, et t un X-terme. 
Si t g| A \/3 v , alors t est normalisable et (5-équivalent à un terme clos. 

Preuve : Si t g| A \p v , alors, d'après le théorème I, il existe un À-terme t' tel que t —p^ t' et 
^~AT2 t' : A. Donc t est /3r?-équivalent à un terme normalisable clos. D'où le résultat d'après le 
lemme 1.2. A 

Remarque. La condition V2" est nécessaire pour avoir le théorème I. En effet, soit 

D = VX{VY(Y -» X) -> X} 

Il est clair que D n'est pas Vj. Posons t = Xx(x)(ô)ô, où ô = Xx(x)x, alors on a: t £\ D \p r) , 
et t n'est pas normalisable. Pour montrer que t est bien un terme de | D \p v , soit M un 
A^-modèle, montrons que t G| VY(Y — > X) — > A" |m,[x<-h] pour tout H G Pg^ (A). Soient 
u G| VY(Y — > X) |m,[x<-s]j e t l'ensemble des À-termes qui ne sont pas normalisables. 
r! est évidemment une partie ~^-saturée de A. Comme u G| \/Y(Y — > X) |m,[x<— si) alors 
u G| y — ► X |m,[x<-h,y<-H']) c 'est à dire u G H' — > H. On a (<5)5 G H', donc (u)(ô)ô G H. Or 
(t)u = (Xx(x)(ô)ô)u (u)(ô)ô, d'où (t)u G H. 

Posons t' = Xx(x)y, où y est une variable. On a : t' €\ D et t' n'est pas /3ry-équivalent 
à un terme clos. En effet, d'une part t' est normal et non clos, d'autre part nous montrons 
que t' G| D \f3 v , soient M un A^-modèle quelconque, et u G| VY(Y — > X) |m,[x<-s] pour tout 
H G Ps» (A). Considérons E" l'ensemble des À-termes qui sont /3r?-équivalent à une variable. E" 
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est évidemment une partie ~^-saturée de A. Alors u G| Y — > X \m,[x*— s,y+-S"]> c'est à dire 
w € H" — > H, et comme y G H", on obtient (u)y G S. Or = (Xx(x)y)u (u)y, d'où 
(t')u G H. 4 

Le système de typage T de J.-Y. Girard est le sous-système de AF2, où on a seulement des 
variables propositionnelles et des constantes (symboles de relation 0-aire). Donc les variables 
du premier ordre, les symboles de fonction et le système d'équations sont inutiles. Les règles de 
typages sont les règles (1), (2), (3) et (6), (7) du système AT2 restreintes aux variables proposi- 
tionnelles. 

Si on se restreint au système J-, un A^-modèle (resp. A^-modèle) est composé uniquement 
d'une partie adéquate R de Ps g (A) (resp. Psp (A))i et pour toute constante (resp. variable) 
propositionnelle P, d'un élément | P \m de R. 

Le théorème I s'énonce dans le système T de la façon suivante : 

Théorème 3.5 Soient A un type clos du système T ', et t un \-terme. 
t g| A \p r) ssi il existe un X-terme t' tel que t t' et hjr t' : A. 

Ce théorème a été démontré par R. Labib-Sami (voir [7]). 

4 Second résultat de complétude 

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer un théorème analogue au théorème I avec la (3- 
réduction et pour une classe plus restreinte de types. 

Les types propres sont définis de la façon suivante : 

• Une formule atomique est propre ; 

• Si A et B sont propres, alors A — > B est propre ; 

• Si A est propre, et x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation n-aire qui figure 
dans A), alors MxA (resp. MX A) est propre. 

On définit de la façon suivante les types positifs (resp. négatifs), notés en abrégé V + (resp. 
V-): 

• Une formule atomique est V + (resp. V~) ; 

• Si A est V + (resp. V - qui ne commence pas par un quantificateur du premier ordre) et B 
est V~ (resp. V + ), alors B — > A est V + (resp. V~) ; 
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• Si A est V + , et X une variable de relation qui figure dans A, alors MX A est V + ; 

• Si A est V~, alors MxA est V - . 

D'après cette définition chaque type V + (resp. V~) est propre. 

Précisément les types V + sont les types où : 

- Les quantificateurs du second ordre <C actifs 3> sont positifs. 

- Les quantificateurs du premier ordre sont négatifs. 

- Les seules variables du second ordre sur lesquelles on peut quantifier sont <C actives ». 

- On n'a pas le droit de mettre un quantificateur du premier ordre juste derrière une flèche. 

D'après la définition ci-dessus, on peut remarquer que si A est V - , alors A est de la forme 
V^( J 4i — ► (A2 — > (••• — > {A n — > X(ti, ...,t n )). ..))), où £ est une suite finie de variables du premier 
ordre, Ai (1 < i < n) des types V + , et X une variable ou un symbole de relation n-aire. 

Il est clair que si A est un type V~ et A < B, alors B est V~, et une variable du second ordre 
qui est libre dans B est aussi libre dans A. 

Soit A un type. On définit les sous-types positifs (resp. négatifs) de A de la façon inductive 
suivante : 

- Si A = X(t\, t n ), alors A est le seul sous-type positif et négatif de A. 

- Si A = B — ► C, alors les sous-types positifs (resp. négatifs) de A sont les sous-types 
négatifs (resp. positifs) de B, et les sous-types positifs (resp. négatifs) de C. 

- Si A = yXB (resp. VxB), alors les sous-types positifs (resp. négatifs) de A sont les 
sous-types positifs (resp. négatifs) de B. 

Les sous-types positifs (resp. négatifs) d'un type forment en général un ensemble infini, car 
par exemple pour le type VXB{X], il faut considérer comme sous-types positifs, B [Y], B[Z], 
etc. Intuitivement, on écrit la formule avec des noms différents pour les variables liées auquelles 
on associe des ensembles dénombrables disjoints de variables. Pour chacune des variables liées, 
on utilise l'ensemble correspondant de variables. Illustrons maintenant cette définition (non 
formelle) par un exemple. Soient A = VX{X -> VY(Y -» X)}, {X t /i > 0} et {Yi/i > 0} 
deux ensembles disjoints de variables propositionnelles. Les sous-types négatifs de A sont : 
Xi, Yi,i > et ses sous-types positifs sont : A, VY(Y — > Xi), Yj — > Xi, Xi avec i,j > 0. 
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D'autre part, on appelle type avec substitution, tout type de la forme A\t\/x\, t n /x n ], 
obtenu par substitution simultanée de t\ à x±,..., t n à x n dans le type A, où x±,..., x n sont des 
variables d'individu, et t±,..., t n des termes du langage. 

On dit qu'un type V + (resp. V - ) A satisfait la condition (*) si, lorsque B et C sont deux sous- 
types négatifs (resp. positifs) avec substitution de A, alors on ne peut pas avoir les propriétés 
suivantes : 

B < G, G ~ C n , 
et 

C < Ci -> (C 2 -> (... - (C n -> £>)...)), 

où C±, C2, C n , D et G sont des types du système AJ-2. 
Rappelons bien que B < G signifie que B < G et B ^ G. 

Pour la vérification de la condition (*), il s'agit d'un test s'appartenant à l'unification modulo 
une théorie équationnelle E (ou ^-unification), et donc il est facile de voir qu'il est indécidablc 
lui aussi, par exemple par recodage du problème de Post ou du dixième problème de Hilbert 
(voir [3]). 

On dit qu'un type A est un bon type positif (resp. bon type négatif), noté en abrégé B + 
(resp. B~) s'il est V + (resp. V~) et satisfait la condition (*). 

Remarques. (1) J.-L. Krivine a présenté dans [6] une méthode pour définir les types de 
données syntaxiques du système AF2. Par exemples : 

• Le type booléen est la formule : 

B[x] = VX{X0 -» (XI -> Xx)}, 

où et 1 sont des symboles de constante. 

• Le type des entiers naturels est déjà défini. 

• Le type des listes d'éléments de type U est la formule : 

LU[x] = VX{X0 -> \iyiz(U[y] -» [Xz -» Xcons(y,z))) -» Xx}}, 

où cons est un symbole de fonction binaire et une constante. 
On peut vérifier que ces types de données sont des types B + . 
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(2) K. NOUR a défini dans [8] une autre classe des types de données (types de données descen- 
dants). On peut vérifier également que ces types sont tous des B + . 4k 



Soient L un langage du second ordre et E un système d'équations de L, ce qui définit le système 
de typage ATI. 

On se propose de démontrer le théorème suivant : 

Théorème II Soient A un type B + clos du système AT2, et t un A-terme, alors: 

t e\ A \r ssi t t' et h XF2 t' : A. 

Pour démontrer ce théorème, on a besoin de certaines définitions et d'un lemme. 

Soit A un type B + du système ATI. On note Bt (resp. Bj), l'ensemble des sous-types positifs 
(resp. négatifs) avec substitution de A. Soient = {xi/i € N} une énumération d'un ensemble 
infini de variables du A-calcul, et notons par Ai (i € N) les sous-types BJ de A, où chaque type 
Ai se répète une infinité de fois. On définit alors l'ensemble i^J = {xi : Ai/i G N}. Soit u 
un A-terme, tel que Fv(u) Ç $7. On définit le contexte r^ u comme étant la restriction de 
sur les déclarations contenant les variables de Fv(u). La notation ^ AT? u '■ B exprime que 
r^ u ^AT* u:B. 

On pose \~af 2 u : B ssi il existe un A-terme u', tel que u —>p u' et KAF2 u' : B. 

On définit le A^-modèle M et l'interprétation I de la même façon qu'au paragraphe 3 (en rem- 
plaçant r~ par et la /^-équivalence par la /3-réduction) . Alors on a le lemme suivant : 

Lemme 4.1 (i) Si S est un sous-type Bj' de A, et t e\ S \m,t> alors l~^F 2 t : S. 
(ii) Si S est un sous-type Bj de A, et l~^r 2 r : 5, alors t g| 5 \m,t- 

Preuve : Par induction simultanée sur les sous-types Bj et BJ de A (la complexité étant le 
nombre de symboles logiques dans le type). 

Preuve de (i) 

• Si S est atomique, alors on a la même preuve que celle du lemme 3.2. 

• Si S = VXB, où B est Bj , alors r e| VXB \ M ,i^ (V$ :| M Ps (A))(t G| 
B[X] \m,t[x*-®\- Soit Y une variable de relation n-aire qui ne figure pas dans T~^ T et 
B. Donc r e| B[X] \m,i[x<-\y\ m x ] = \ B[Y/X] \m,i, d'après le lemme 2.3. D'où par hy- 
pothèse d'induction, ^a^ 2 t ■ B[Y], donc il existe un A-terme r' tel que r r' et 
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F Ar , H_4jt 2 t' : B[Y]. Comme Fv(t') Ç Fv(t), alors par le choix de Y, on déduit que 
rXy ^AF* r' : VYB[Y] = VXB, et donc r A h^ 2 r : S. 

Si S 1 = B — > C, où B est et C est B~j~, alors soit r e| B — > C \m,i, et soit y une variable 
du À-calcul telle que y : B G T - ^. On a y : B \~XF2 V '■ B, donc, d'après (ii), y £\ B \m,t, 
par suite (r)y G| C \m,Ti e t donc, d'après l'hypothèse d'induction, r A ^~xf^ {t)u '■ C. 
D'où il existe un À-terme r' tel que (r)y — ^ r', et r A , h xf^ r' : C. Il en résulte que (r)y 
est normalisable, et donc r est normalisable. La forme normale de r est x ou (x)ti...t„ 
(n > 1) ou XxO. 

Cas 1 : Si r x, alors (r)y — >g (x)y. Comme F At , h_4jr 2 r' : C, on aura F Ar , \~^ 2 
(x)y : C. Or Fv({x)y) Ç Fv(t'), donc r A ,-, y \~ at 2 (x)y : C. D'où, d'après le corol- 
laire 1.9, la variable x est déclarée d'un type F dans F^,s, avec : F < G —> D,D ~ 
D',T A ^ y h_4jc 2 y : G,C = V£D', et £ n'est pas libre dans r A ^ y , où G est V + et D est 
V~ qui ne commence pas par des quantificateurs. 

y : B G r£ (a . )y , donc B < 5', S' - B" , G = VÇ'-B", et £' n'est pas libre dans r£ (a . )tf . 
Supposons que £ commence par une variable du second ordre X. Comme X n'est pas 
libre dans r A ,-. y , alors X n'est pas libre dans F. Or F < G — > D, ce qui implique que X 
n'est pas libre dans D, donc non plus dans D'. Ce qui contredit le fait que C est propre. 
De plus £ ne peut pas commencer par une variable du premier ordre, car C est V + , d'où 
C = D'. 

Maintenant, comme G est V + , on démontre de la même manière que G = B". 

D'autre part on a B = B', car sinon, i.e si B < B', alors, comme F<G^DetG~B', 

on obtient une contradiction avec la condition (*). 

Finalement on a F Ax h_4jr 2 x : F, par conséquent F Ax H _4f 2 x : G — > D, et donc 
^4,s l~AF2 x : G —> D'. D'où F Ax hxF 2 x : B" —> C, donc F Ax \~af 2 x : B —> C, et par 
suite i^J h^r 2 r : 5. 

Cas 2 : Si r (x)ti...t„, alors (r)y (x)ri...r n y. Comme rj r , r' : C et 

Fu((x)ri...r n y) Ç Fv(t'), on déduit que ^ (a; ) ri ... rny l~AF2 ix)T x ...r n y : C. Donc, d'après le 
corollaire 1.9, x est déclarée d'un type F dans ^4 ( x ) Ti Tny avec : F < Ci — > £>i, -Di ~ D[, 
D[ = C l+1 -> A+i, A+i ~ A+i (1 < i < n - 1), D' n = G -> £> n+1 , D n+1 - ££ +lJ 
r Â,(x)r 1 ...r n y h ^ tï : Ci (1 < i < *0, ^I, (œ ) Tl ... Tnî/ ^2 U ■ G, C = V£D' n+1 , et £ n'est pas 
libre dansr- (x)ri Tn?/ . 

y : B £ r~,, . donc B < S', S' ~ S", G = V£'.B", et £' n'est pas libre dans 

^A,(x)r 1 ...T n y' 

£ ne commence pas par une variable du premier ordre, car C est V + . 
Si £ commence par une variable du second ordre X, et comme C est propre, cette variable 
doit être libre dans D' n+1 , donc elle est libre dans D n+ i, et donc dans D' n aussi. Par 
conséquent X est libre dans tous les D{ (resp. D^) (1 < i < n + 1). Donc X est libre dans 
F, et par suite dans r A ^ T r y , ce qui est impossible. D'où C = D' n+1 . 
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De la même manière et comme G est V + , on démontre que G = B" . 

D'autre part, on remarque que B = B', car sinon, i.e si B < B', et comme on a montré 
que F < C\ —> (G 2 — > (... -»• (C„ -► (G G)...))) et S' ~ G, alors on obtient une 
contradiction, d'après la condition (*). 

Finalement on a -T^)^ Tn ^AF 2 a; : F, donc .. Tn I-AF2 (x)t 1 ...t„ : G -»■ D n+1 . Par 

conséquent -T^)^.. ^ I-.AF2 (x)^...^ : G -> et alors ^( x ) Ti ... rn I-AF2 (x)T 1 ...T n : 

G G. D'où r- (x)ri ___ Tn h^ 2 (xK.-.rn : S -> G, et donc T A hj^ 2 r : 5 
Cas 3 : Si r Ax#, alors, comme l'ensemble contient une infinité de déclarations pour 
chaque sous-type Bj de A, soit y une variable déclarée de type B dans r^, n'appartenant 
pas à Fv(6). Alors (r)y — >^ (Xx6)y —>p 6[y/x]. On a r A r , h^F 2 r' : G, donc rj T , h^ 2 
%/x] : G, et donc, r~ fi[y/x] h AJ r 2 6[y/x] : G, car Fv(9[y/x]) Ç Fu(r'). D'où i"7 jAj/e[j//x] h^ 2 
Ay#[y/x] : 5 — ► G. Comme y n'est pas libre dans 0, alors Xy9[y/x] = Xx9, par conséquent 
^4 l~AF2 Ax6> : 5 et h^r 2 r : 5. 

Preuve de (ii) 

• Si S est atomique, alors on reprend la même preuve de (ii) du lemme 3.2. 

• Si S = B — > G, où B est £>j" et G est BJ, supposons i^J ' _ ^f 2 t : B —> C . Donc il existe 
un À-terme r' tel que r — >p t' et i^J T / \~af? t' : B —> G. Si u E| -B Ix^r, a l° rs d'après (i), 

^ u '■ donc il existe un A-terme v! tel que u — >p u' et r^ u , h xf 2 u' : i?. D'où 
^Â(t')u' ^ AT? { t ') u ' '■ e ^ comme (r)n — ^ (t')u', alors l~^ 2 (t)w : G. D'où, d'après 
l'hypothèse d'induction, {t)u g| G \m,i- P ar conséquent r <G| B — > G 

• Si S 1 = Vxi?, où i? est $7, supposons que l~^r 2 t : VxU, et soit a E| A4 |. Alors on a : 
a = b, où 6 est un terme de L, et il existe un A-terme r' tel que r — >g r' et F~^ T , h _4^ 2 r' : 
VxB, par suite i~^ r / KAF2 t' : B[b/x]. Or, par définition, B[b/x] est un sous-type Bj de 
A, donc d'après l'hypothèse d'induction, t' g| B[b/x] \m,i = \ B \MT[x<-b] = \ ^ \m,i[x^o\ 
(d'après le lemme 2.2). Par conséquent r e| B \m,t[x^o[i e * ce pour tout a G A4; donc 
r e| VxB 1^^. * 

On peut déduire ainsi la preuve du théorème II. 

Preuve du théorème II 

• La condition suffisante est une conséquence directe du théorème 2.1, et du fait que l'interprétation 
d'un type du système AT2 dans un A^-modèle M est une partie — ^-saturée. 

• La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type B + clos, et t un A-terme tel que 
t g| A \p, alors t e| A pour tout A^-modèle A4 associé à un ensemble (comme 
décrit avant). De plus on peut supposer que ne contient pas de déclarations pour les 
variables libres de t, i.e F~^ t = 0. D'après le (i) du lemme 4.1, l~^ 2 t : A, donc il 
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existe un A-terme t' tel que t — >p t' et r At , t' : A. Comme Fv(t') Ç Fv(t), alors 

r^ t , = 0, d'où le résultat. 4k 

D'après le théorème 3.1, on peut déduire le théorème suivant : 

Théorème 4.2 Soient A un type B + clos du système AJ-2, et t un \-terme, alors : 
t G| A \p ssi il existe un X-terme t' tel que t —>p t' et h XF2 t' : A. 

Corollaire 4.3 Soient A un type B + clos du système ATI, et t un X-terme. 

(i) Si t g| A \p, alors t est normalisable et se réduit par (3-réduction à un terme clos. 

(ii) | A \p est stable par (5 -équivalence (i.e si t G| A \p et t ~p t' , alors t' G| A 

Preuve : (i) Si t g| A \p, alors, d'après le théorème II, il existe un À-terme t' tel que t ^p t' et 
h_4jr2 t' : A. Donc t se réduit par /3-réduction à un terme normalisable clos, d'où le résultat, 
(ii) Soit t G| A \p, avec t ~^ t', alors il existe un À-terme v tel que t -^>p v et t' -^>p v. Or d'après 
le théorème II, il existe un À-terme u tel que t -^>p u et h XF2 u '■ A. On peut supposer que u est 
normal (car sinon u — w, w normal et \~ xfi w : A). D'où v —m u, et comme h xfi u '■ A, alors 
d'après le théorème 2.1, u G| A \p. Mais | A \p est ^/3-saturée, il en résulte que v G| A \p et par 
suite t' G| A \p. 

Remarques. Nous allons voir que les conditions qui définissent un type B + sont toutes 
nécessaires pour avoir le théorème IL 

(1) Considérons les types 

A = VX{(X0 -► VyXy) (XO -»• XO)} 

B = VX{Vx(X0 -» {Xx ->X0)) -> {XO -» Vx(Xx -> XO))} 

C = VX{(VxXx -» XO) -► (XO -» XO)} 

Il est clair que ces types sont propres, satisfont la condition (*), mais ils ne sont pas V + (dans A 
et B on a un quantificateur du premier ordre derrière une flèche, et dans C, le problème vient 
d'un quantificateur du premier ordre positif). 

V AT2 I = Àzx : A, car sinon on aura, x : XO — > VyXy l~AF2 £ : XO — ► XO. Ce qui est 
impossible, d'après le théorème 1.8. 

Pourtant I &\ A \p : Soit M un A^-modèle quelconque, il faut montrer que I G| (XO — » 
\/yXy) — ► (XO — » XO) |m,[x<-h] pour tout S G ^s^a) - Considérons donc un élément H dans 
P 5^(A)! si u G l ( X0 V ^2/) Im,[x^s], et u G| XO \ M - Alors on a : (u)v G| VyXy |m,[x<-3], et 
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comme (I)uv — >p (u)v, on voit que (I)uv G| VyXy |m,[x<-s]j car I VyXy |m,[x<-h] est une partie 
-^-saturée de A. Par conséquent {I)uv G| X(0) |m,[x<-s]= S(0m)- 

De même pour B, il est clair que \f AT2 I ■ B. De plus, si M est un A^-modèle et H G Pjg^^y 
alors en supposant que u G| Vx(X0 — > (li — > XO)) |ju",[x<-s]) w £| ATO |m,[x<-s]> et en prenant 
un élément quelconque a de | M j, on voit que u G| (XO — > (la — > XO)) |m,[x<-s]) et donc 
(u)v G| la — > XO \m,[x*-31i d'où G| Xa — > XO |m,[x<-~]- P ar conséquent 7 g| i? |m- 

On reprend la même démonstration pour C. 

(2) Soit 

C = VX{(VFX0 -> XO) -» (X0 -» X0)} 

C" satisfait la condition (*), et vérifie toutes les propriétés qui figurent dans la définition d'un 
type V + , sauf le fait qu'il n'est pas propre. On peut démontrer comme dans (f), que I G| C \p, 
et tfjvn I : C. 

(3) Reprenons l'exemple du type D = VX{vT(y — > X) — > X} décrit dans le paragraphe 3. 
.D est un type propre qui satisfait la condition (*), mais il n'est pas ni V + ni V^. Par une 
démonstration analogue à celle qui est déjà faite, on voit que le À-terme t = Xx(x)(ô)ô G| D \p, 
et t n'est pas normalisable. 

De même t' = \x(x)y G| D \p, et t' est normal et non clos. 

(4) Considérons enfin les types 

E = VX{Vx(Xx -» X0) -> (VxXx -> X0)} 

F = VX{Vx(X0 -» (Xx -> X0)) -> (X0 -» (VxXx -> X0))} 

if = VXVY{Vy{[Vx(X(x, 0) -> X(0, 0)) -> (VxX(x, y) -> X(0, 0))] -» F} -» F}. 

E et F sont V + , mais ils ne satisfont pas la condition (*). En effet : 

Pour E, on a : Vx(Xx -> X0) < (Xx -» X0), et VxXx < Xx. 

Et pour F, on a : Vx(X0 -> (Xx -» X0)) < X0 -> (Xx -> X0), et VxXx < Xx. 

De la même manière, on démontre que I G| E \p (resp. i G| F et que I/aF2 I '■ E (resp. 

^2 I '■ F). 

K n'est pas B + pour des raisons plus compliquées. En effet : Vx(X(x, 0) — > X(0, 0)) < X(x, 0) — > 
X(0,0) et VxX(x,y)[0/y] < X(x,0). 

On démontre facilement que Àx(x)i G | K \p et I/af2 Ax(x)i : if. A 
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Il est clair qu'un type du système T est B + ssi il est et propre. D'où le résultat suivant: 

Théorème 4.4 Soient A un type clos et propre du système T , et t un X-terme, alors: 
t G| A \p ssi il existe un X-terme t' tel que t —>p t' et hjr t' : A. 

Remerciements. Nous remercions C. Raffalli pour ses remarques. 
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